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INTRODUCAO

A busca pelo valor 6timo em um problema de programacéo linear sujeito a incertezas surge
frequentemente em problemas cotidianos que envolvem uma tomada de decisdo. Esse processo
consiste em otimizar uma funcéo linear sujeita a um conjunto de restri¢des que também séo funcgdes
lineares. Por exemplo, uma empresa que deseja determinar uma certa quantidade de itens a serem
produzidos de modo a maximizar seu lucro em um determinado més, respeitando toda a demanda do
mercado, assim como a méao de obra disponivel, matéria-prima, etc. Problemas como esse geralmente
sdo tradados de forma deterministica. No entanto, é possivel que os dados utilizados no processo de
modelagem estejam sujeitos a incertezas oriundas de erros de medigdo ou previsdo, entre outros
fatores. Dessa forma, tal tratamento pode fornecer um resultado que néo tenha um significado pratico,
dependendo do contexto em que o problema considerado se insere. Por este motivo temos duas
principais abordagens que visam trabalhar com problemas de otimizagdo sujeito a incertezas: a
Otimizacdo Estocastica e a Otimizacdo Robusta. Enquanto a primeira abordagem requer um
conhecimento da distribuicdo de probabilidade dos pardmetros sujeitos a incertezas, a segunda nédo
necessita dessa informagdo e assume que os parametros de incerteza estdo variando dentro de um
conjunto limitado, geralmente convexo, e assume que todos estdo variando dentro de um determinado
intervalo, dentro de um conjunto de incertezas limitado e geralmente convexo.

De acordo com Bertsimas e Sim (2004), a Otimizacdo Robusta considera como solucdo 6tima,
um ponto que permaneca Vidvel para todas as possiveis variagdes dos parametros de incertezas. Esta
abordagem d& origem a subproblemas, denominados contraparte robusta, os quais substituem a
formulacéo deterministica do problema, levando em consideragdo as incertezas. O primeiro a estudar
problemas de programacéo linear sujeito a incertezas foi Soyster (1973). Tal abordagem tem como

principais caracteristicas a formulacdo de uma contraparte robusta que também é um problema linear e
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o excesso de conservadorismo, uma vez que considera a “pior” realizacdo possivel para todos os
pardmetros incertos simultaneamente, tornando esta abordagem conservadora e em alguns casos pouco
pratica. Alguns anos mais tarde, Ben-Tal e Nemirovski (2000) propuseram uma nova abordagem para
problemas de programagdo linear sujeito a incertezas em que hd um controle maior do
conservadorismo, mas, por outro lado, a contraparte robusta recai em um problema quadréatico conico,
0 que exige um alto esfor¢o computacional para ser solucionado.

A fim de contornar o conservadorismo e a complexidade computacional das abordagens de
Soyster (1973) e Ben-Tal e Nemirovski (2000), respectivamente, Bertsimas e Sim (2004) propuseram
uma nova formulagdo da contraparte robusta de um problema de programacdo linear sujeito a
incertezas, que mantém a linearidade do problema e controla o conservadorismo por meio da incluséo
de um parametro T, definido pelos autores como o “preco da robustez”.

Sendo assim, 0 objetivo deste artigo é discutir a importancia de se considerar as incertezas em
um problema de programacao linear, bem como apresentar aspectos teéricos da abordagem de
Bertsimas e Sim (2004) e ilustra-la por meio de um exemplo didatico de programacao linear sujeito a
incertezas com duas variaveis. Para tanto, o artigo foi organizado da seguinte forma. Na primeira
secdo apresentamos alguns conceitos basicos da Otimizacdo Robusta Linear. Na segunda secdo é
discutida a influéncia das incertezas presentes nos coeficientes das restricbes de um problema de
programacdo linear, a qual ilustramos por meio de um exemplo (problema dos brinquedos). Na
terceira secdo, apresentamos a abordagem robusta de Bertsimas e Sim (2004), e a aplicamos ao
problema dos brinquedos na quarta se¢do. Por fim, na Gltima se¢dofazemos as consideracdes finais do
trabalho.

OTIMIZACAO ROBUSTA LINEAR
Seja K um conjunto compacto e convexo onde residem as incertezas, em que K € R" X R X
R™*" x R™e [, u € R™sd0 vetores fixados. Um problema de programacéo linear sujeito a incertezas
consiste em uma familia de problemas® do tipo
minimizar c’x+d
sujeitoa Ax < b, (D

l<x<u.

onde(c,d, A, b) € K. A contraparte robusta deste problema ¢é dada por

1 . . e . ~ s . .
Embora estejamos considerando problemas de minimizag¢do, o que estd apresentado aqui também vale para
problemas de maximizagao, pois o ponto que maximiza uma fun¢do é o mesmo que minimiza seu oposto.
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minimizar {max c’x + d}
c,d€EK
sujeitoa Ax <bVAbE€EK (2)

l<x<u

Pode ser provado que a formulacdo min-max(2) é equivalente ao problema de

minimizacao dado por

minimizar z
sujeitoa cTx+d<z
Ax <b. VA bEK

[<x<u.

(3)

Além disso, pode-se provar que os problemas (2) e (3) sdo equivalentes, no sentido de que se
x*é um minimizador global de (2), entdo (x*,z*) em que z* = max, gex ¢’ x* +d é também um
minimizador global do problema (3). Uma demonstracdo para cada um desses resultados pode ser
encontrada em Silva (2014).

Podemos observar que ambas as formulagfes (2) e (3) possuem o inconveniente de
apresentarem infinitas possibilidades de restricGes, caso o conjunto de incertezas K seja infinito,
comprometendo a tratabilidade dos problemas. Sendo assim, o objetivo da Otimizagdo Robusta é
apresentar formulagdes computacionalmente trativeis para os problemas de otimizac¢do que levem em
consideracéo as incertezas, como é o caso da formulacdo proposta por Bertsimas e Sim (2004).

De acordo com Bertsimas e Thiele (2006), uma caracteristica comum da modelagem de
problemas de programacéo linear é considera-las presentes apenas na matriz A de coeficientes das
restricGes. Desta forma, no que segue, vamos considerar a seguinte formulagéo

minimizar c¢"x
sujeitoa Ax < bVAEK ©))

[<x<u.

em que K ¢ R™*™ é o conjunto de incertezas.
Na proxima se¢do apresentamos um exemplo de problema de programac&o linear e discutimos
a importancia de levar em consideracdo as incertezas que estejam presentes nos pardmetros do

modelo, por meio de ilustragdes graficas.

O PROBLEMA DOS BRINQUEDOS
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Para exemplificar o significado das incertezas presentes em um problema de programacdo
linear, vamos considerar o seguinte problema:

Problema dos brinquedos: Giapetto fabrica dois tipos de brinquedos de madeira: soldados e
trens. Um soldado é vendido por R$30,00 e usa R$10,00 de matéria prima. Cada soldado que €
fabricado tem um custo adicional de R$14,00 relativo @ médo de obra. Um trem é vendido por R$24,00
e gasta R$9,00 de matéria prima. O custo de médo de obra adicional para cada trem é de R$10,00. A
fabricacdo destes brinquedos requer dois tipos de mdo de obra, relacionadas a carpintaria e ao
acabamento. Um soldado necessita de 2 horas para acabamento e 1 hora para a fase de carpintaria. Um
trem necessita de 1 hora para acabamento e 1 hora para a carpintaria. Cada semana, Giapetto pode
obter qualquer quantidade de matéria prima e tem uma demanda ilimitada para os brinquedos. No
entanto, conta com uma disponibilidade de até 100 horas dedicadas ao acabamento e 80 horas a
carpintaria. Qual deve ser o plano de producdo de Giapetto, a fim de maximizar seu lucro semanal
(receita - custo)?

O problema de Giapetto pode ser formulado matematicamente como um problema de

programagcdo linear dado por

maximizar 6x; + 5x,
sujeitoa 2x; +x; < 100
(5)

X1 +x, <80

x1,%2 =0

em que x; e x, representam a quantidade de soldados e trens que devem ser produzidos,
respectivamente. Chamaremos o problema (5) de problema nominal, uma vez que é formulado
considerando que todos os pardmetros (coeficientes das func¢Ges) sdo conhecidos com exatidao.

Este problema pode ser resolvido facilmente por meio do método grafico,ou ainda, utilizando
0 método Simplex. Sua solucdo nominal é dada por x = (20, 60)7, o que significa que produzindo 20
unidades de soldados e 60 de trens, Giapetto conseguird um lucro maximo semanal de R$420,00. Esse
resultado pode ser observado na figura 1, onde ilustramos a regido viavel do problema (parte
hachurada), as retas que representam as restricdes do problema no caso da igualdade, assim como o

ponto 6timo (solucgéo do problema).



Il Encontro Anual de Iniciagdo Cientifica
Universidade Estadual do Parana
Campus Paranavai, 25 a 27 de outubro de 2016.

2x, + a2, = 100

(20, 60)

@+ o = 80

T

=0

Figura 1: Regido viavel da formulagdo nominal

Ainda considerando o problema dos brinquedos, podemos assumir que os coeficientes das
restrigdes estdo sujeitos a incertezas, o que € justificavel por se tratar do tempo gasto com carpintaria e
acabamento dos brinquedos, que séo atividades manuais e a duracdo depende de quem as executam.
Sendo assim, vamos supor gue o tempo de carpintaria para o soldado varia de 1,5 a 2,5 horas. Desta
forma, como entre esses dois valores ha uma infinidade de possiveis valores que o coeficiente nominal
2 pode assumir, isso nos fornece infinitas formulacGes para o problema (4.1), de modo que, para cada
uma delas poderiam haver diferentes solu¢@es. Devido a esta interpretacdo, vamos ilustrar apenas duas
formulacBes possiveis dentre as infinitas possibilidades dentro deste intervalo de variagdo. Por
exemplo, supondo que em uma determinada semana, 0 tempo gasto pelos funcionarios para a fase de
carpintaria do soldado seja de 2,25 horas, ou seja, foram gastos 2h e 15min para a producdo de cada
soldado. E, que na semana seguinte, o tempo gasto pelos funcionarios para esta mesma fase foi de 1,75
horas, ou seja, 1h e 45min.

Podemos notar que, considerando a solugdo nominal, a restricdo de disponibilidade de méao de
obra para o0 primeiro caso ndo é satisfeita, visto que 2,25x; + x, = 105 > 100. J& para o segundo
caso, hd uma folga nas horas destinadas a carpintaria, uma vez que 1,75x; + x, = 95 < 100. Em
outras palavras, se na primeira semana Giapetto teria que pagar hora extra para seus funcionarios,
diminuindo seu lucro, no segundo caso ele perderia tempo de producgdo, também diminuindo seus
lucros na semana seguinte.

Portanto, vamos fazer uma pequena perturbagéo neste coeficiente, o alterando de 2 para 2,25
considerando o caso da primeira semana e depois alterando-o novamente para 1,75, considerando o
caso da semana seguinte. Desta forma, o0 modelo (6) do primeiro caso reformulado com o novo

coeficiente sera dado por



Il Encontro Anual de Iniciacéo Cientifica
Universidade Estadual do Parana
Campus Paranavai, 25 a 27 de outubro de 2016.

maximizar 6x; + 5x,
sujeitoa 2,25x; + x, < 100

x1 +x, <80

(6)

X1,Xp =0

e 0 modelo do segundo caso sera dado por

maximizar 6x; + 5x,
sujeitoa 1,75x; +x, <100 @

X1 +x2 < 80

X1,%3 =0

As solucBes para os problemas (6) e (7) sdo ¥ = (16,64)T e x* = (26,53)7, respectivamente.
Observe que, no primeiro caso Giapetto teria um lucro de R$416,00, enquanto que no segundo o

mesmo teria um lucro de R$421,00. Ambos os resultados podem ser observados nas figuras 2 e 3.

2,252, + @, = 100
1,752, + @ = 100

T+ x9 = 80

a0 a0

Figura 2: Regido viavel do problema 4.2 Figura 3: Regido viavel do problema 4.3

Podemos notar que a solu¢do nominal ndo é nem ao menos um ponto viavel para a formulagéo
obtida em (6), o que ressalta a importancia de se considerar as incertezas presentes nos dados, o que
nos possibilita encontrar solugBes mais realistas para o problema.

Por este motivo, apresentamos a abordagem de Bertsimas e Sim (2004) na proxima secédo, a
qual é uma das abordagens utilizadas para tratar problemas deste tipo, fornecendo garantias
deterministicas e probabilisticas de que as restrigdes serdo satisfeitas quando os dados variarem dentro

do conjunto de incertezas, que nesta abordagem, € considerado com intervalos da reta real.
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ABORDAGEM E FORMULAGCAO ROBUSTA DE BERTSIMAS E SIM

A fim de introduzir a abordagem de Bertsimas e Sim (2004), considere a i-ésima restri¢cdo do
problema (3.4) e sejam J; o conjunto dos indices j dos coeficientes na linha i que estdo sujeitos a
incertezas e d;;, j € J;, uma possivel realizacdo para o coeficiente definida em [a;; — @, a;; + @;;].
Para cada linha i da matriz A, os autores introduziram um parametro I;, ndo necessariamente inteiro,
tal que T; € [0, ]];|]. SupBe-se que apenas um subconjunto S; dos parametros sujeitos a incertezas
afetam a viabilidade do problema. A garantia de protecdo maxima é dada para até |T;| coeficientes, de
modo que um coeficiente a;; assuma o valor (T; — |I; ) a;;.

Caso isso aconteca, Bertsimas e Sim (2004) estabeleceram um modelo que retorna uma
solucéo que é viavel deterministicamente, e caso mais de |I;] coeficientes variem, 0 modelo ainda se
torna viavel com grande probabilidade. Seja S; < J; tal que [S;| = I[;] e ¢ = {S; U {t;}IS; € i, ISi| =
IT; 1, t; € J;\S;}, temos que a contraparte robusta do problema (3.4) é dada por

n
minimizar Z G X;
j=1
n

sujeito a Z a;x + mq?x Z a;y; + (I — (D8 ye ¢ < by, Vi

j=1 JES; ®
—y; <% <y, Vj
[<x<u
y=0
em que a funcdo protecdo da i-ésima restricdo € dada pela expressao
Bil. 1) = max) > ayy; + (6 = [ND @y, ©

JES;

Quando T; = 0, o modelo (8) se torna deterministico e caso I; = |J;|, priorizamos viabilidade
e recaimos na formulacdo de Soyster (1973). No entanto, para valores de I; no intervalo [0, |J;|] é
possivel controlar o conservadorismo do modelo (8), garantindo a viabilidade da i-ésima restri¢do, que
aumenta & medida que T; se aproxima da cardinalidade do conjunto de parametros incertos J;. E a
escolha de T' nesse intervalo que permitiu a formulacdo de Bertsimas e Sim (2004) contornar o
conservadorismo da reformulagdo robusta de Soyster (1973).

Por este motivo, como o problema (8) tem a caracteristica de ser ndo-linear, Bertsimas e Sim

(2004) provaram a equivaléncia com o seguinte problema de programacao linear.
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minimizar cTx

sujetto a Z a; % + z;I; + Z pij <b;, Vij€]
=1 i
zi+py =4y, Vi jE]

=Y, <X <Y, Vj (10)

l <x <y,

vj
Py 20, Vi,j€J

Y 20 Vj, z>0, Vi

Conforme apresentado por Bertsimas e Sim (2004), é possivel determinar um limitante
superior para a probabilidade de cada restricdo da formulacdo nominal ser violada ao considerar todas
as possiveis realizacdes @;;, independente da solugdo x* de (10). Este limitante pode ser obtido pelo
teorema apresentado por Bertsimas e Sim (2004, pg.39), apresentado a seguir.

Teorema: Se n;;,j € J;, com n; = (d; — a;;)/a;;, sdo variaveis aleatoria independentes e

simetricamente distribuidas em [—1,1], entdo

Pr z Yyny =0 | <B(n,T), (11)
J€li

onde

B(n,n)=zin{(1—u)z +ui }

I=|v] I=|v]+1

-z {0+ > )

I=lv|+1

(12)

n

onden = |J;|,v={; +n)/2,eu=v—|vl.
Na préxima secdo exemplificamos a abordagem robusta de Bestsimas e Sim (2004) aplicando-

a ao problema dos brinquedos.

ABORDAGEM DE BERTSIMAS E SIM APLICADO AO PROBLEMA DOS BRINQUEDOS

Podemos observar pelo contexto do problema que todos os coeficientes estdo sujeitos a

incertezas, apesar de ndo significar que todos irdo variar. Assim, pela abordagem de Bertsimas e Sim
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(2004), temos que os conjuntos J; serdo dados por J; = {1,2} e J, = {1,2} e, portanto, pela definigdo
deT;, temosqueI; € [0,2] e T, € [0,2].
Desta forma, a contraparte robusta do problema dos brinquedos, de acordo com a abordagem
proposta por Bertsimas e Sim (2004), pode ser escrita como

maximizar6x, + 5x,
sujeito a2xq; + x5 + 1z + p11 + p12 < 100
x1 +x2 + 1523 + pp1 + P22 <80
z1+p11 —05y1 =20
Z1+p12 =03y, 20
Z3+p21 — 04y, 20

(13)

Zy + P22 — 0,2y, 20

—y, <x% <y, Vj€{12)
%,¥;,2 2 0Vj € {1,2}

P11, P12, P21, P22 = 0.

Este modelo nos permite encontrar uma solucdo para o problema baseada na escolha de T;.
Sendo assim, se I; = 0, a solucéo do problema (13) serd a mesma do problema deterministico. E, se
I; = 2, a formulacdo de Bertsimas e Sim (2004) sera equivalente a abordagem de Soyster (1973), uma
vez que estaria considerando o pior cenario possivel.

A tabela a seguir, apresenta os resultados obtidos para a resolucdo do problema dos
brinquedos, de acordo com a formulagdo robusta (13), bem como o0s respectivos limitantes superiores
para as probabilidades de violacao das restri¢des, considerando sempre 0 mesmo valor para I e I, ja
que ambos variam no intervalo [0, 2]. Os limitantes para as probabilidades foram calculados usando a
fungéo (12).

Tabela 1: Solucdes obtidas para o problema dos brinquedos

Escolha para T; Solucgéo x* Probabilidade Lucro Méaximo
L =0L=0 (20, 60) 0,750 R$ 420,00
I,=I,=05 (17,57) 0,625 R$ 387,00
n=n=1 (14,54) 0,500 R$ 354,00
r=r=15 (14,52) 0,375 R$ 344,00
=rn=2 (13,50) 0,250 R$ 328,00

Tomando como exemplo a terceira linha da tabela 1, temos que I; = I, = 1, ou seja, estamos

assumindo neste caso que apenas um coeficiente de cada linha esta variando, o que fornece os
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resultados apresentados pela tabela. Também percebemos que na primeira linha temos a formulacao
nominal do problema, uma vez que nenhum coeficiente estd variando. J& por outro lado, na Gltima
linha da tabela temos a formulacdo de Soyster (1973), umas vez que todos os coeficientes variam,
assumindo os piores valores possiveis.Destacamos que a probabilidade encontrada é apenas um
limitante superior, e ndo a probabilidade em si, pois na abordagem de Soyster (1973) especificamente
a probabilidade de uma solugdo ser invidvel é nula.

Ainda analisando os resultados da tabela 1, podemos notar que o lucro diminui & medida que
consideramos solugbes com menor probabilidade de ndo satisfazer as restricbes conforme os
coeficientes variem nos intervalos de incertezas dados, sendo todos eles inferiores ao valor 6timo do

problema nominal. Esse € o “preco da robustez” que pagamos por priorizar viabilidade.

CONSIDERACOES FINAIS

Por meio deste trabalho, conseguimos compreender a importancia de se considerar as
incertezas nos dados de um problema de programacdo linear, e que ao se fazer isso, podemos
encontrar uma solugdo com um resultado mais viavel dependendo do contexto em que o problema se
aplica. Também verificamos que um problema de programacédo linear sujeito a incertezas pode ser
reformulado por meio de uma contraparte robusta, caracterizada por incluir todas as possiveis
realizacBes dos pardmetros incertos. Por meio de um exemplo didatico, ilustramos a abordagem de
Bertsimas e Sim (2004), que fornece garantias deterministicas e probabilisticas de que as restricbes

serdo satisfeitas quando os dados variarem dentro dos intervalos em que est&o definidos.
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