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INTRODUÇÃO 

 

   Em biologia computacional, um dos problemas mais importantes é a determinação da 

estrutura tridimensional de uma proteína. Esta estrutura pode ser determinada 

experimentalmente de duas maneiras: através de técnicas de Ressonância Magnética Nuclear 

(RMN) ou técnicas de Cristalografia Raios X. Nosso trabalho foi comparar dois métodos que se 

baseiam em dados da primeira. No entanto, de maneira geral, a RMN fornece apenas um 

conjunto esparso de distâncias entre os átomos de uma molécula. Neste caso, o problema é 

determinar a estrutura tridimensional da proteína usando informação sobre distâncias, conhecido 

na literatura por Discretizable Molecular Distance Geometry Problem (DMDGP) ou Problema 

de Geometria de Distância Molecular Discretizável.  Os métodos são: o Branch and Prune (BP) 

via matrizes de rotações e o Clifford Symetric Branch and Prune (C-SymBP) via Álgebra 

Geométrica Conforme, (Camargo, 2015).  

Ambos os algoritmos são muito eficientes, suas diferenças básicas são: o BP por 

resolver via matrizes de rotação, necessita de ângulos, de dobra e torção, como dados de 

entrada, este fato o torna menos flexível a problemas que envolvem outras dimensões além do 

𝑅3, ao contrário do C-SymBP que devido a uma interpretação natural dos objetos relevantes ao 

problema, via seu modelo de geometria, necessita apenas de algumas distâncias entre os átomos 

da molécula. Com esta formulação o C-SymBP basicamente faz cálculos de intersecções de 

esferas, oriundas dessas distâncias como seus raios, para localizar as coordenadas de pontos no 
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espaço geométrico, portanto pode ser estendido facilmente para qualquer dimensão nesta 

álgebra.   

 

GEOMETRIA DE DISTÂNCIAS 

 

   A Geometria de Distâncias GD é uma área de pesquisa, tendo a matemática e a 

computação como áreas fundamentais em seu alicerce. Considera-se que a GD surgiu em 1928, 

quando Menger caracterizou vários conceitos geométricos usando a ideia de distância. Mas foi 

apenas com os resultados de Blumenthal em 1953 sob o título Theory and Applications of 

Distance Geometry que o tema se tornou, de fato, uma nova área do conhecimento, conhecida a 

partir de então por GEOMETRIA DE DISTÂNCIAS.  

 

 

           

                 Imagem 1:     Karl Menger
1
             Imagem 2:    (1901 - 1984)

2
 

                          (1902 - 1985) 

 

   Naquela época, a principal questão da GD era encontrar condições necessárias e 

suficientes para decidir se uma dada matriz é uma MATRIZ DE DISTÂNCIAS (D), ou seja, 

uma matriz simétrica tal que existe um número inteiro positivo (k) e um conjunto de pontos em 

𝑅𝐾, onde as distâncias euclidianas entre esses pontos são iguais às entradas da matriz D. 
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DEFINIÇÃO: Seja A uma matriz K x k simétrica, tais que suas entradas 𝑎𝑖𝑗  são positivas para 

todo 𝑖 ≠ 𝑗 e iguais a zero se 𝑖 = 𝑗. Dizemos que A é uma matriz de distancias euclidiana em 𝑅𝑘 , 

se existe vetores 𝑣1,𝑣2 , … , 𝑣𝑘 ∈ 𝑅𝑛 , tais que: 

 

 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 , ∀𝑖, 𝑗 = 1, …𝑘 

 

DEFINIÇÃO: Uma matriz A é simétrica se 𝐴 = 𝐴𝑇. 

 

Exemplo 01: Uma matriz de distância em 𝑅2 é definida por: 

 

𝐷 =  
0  𝑣2 − 𝑣1 

 𝑣2 − 𝑣1 0
  

 

Note que, 

𝐷 =  
0  𝑣2 − 𝑣1 

 𝑣2 − 𝑣1 0
 = 𝐷𝑇 

 

Exemplo 02: Uma matriz de distância em 𝑅3 é definida por: 

 

𝐷 =  

0  𝑣2 − 𝑣1  𝑣3 − 𝑣1 

 𝑣2 − 𝑣1 0  𝑣3 − 𝑣2 

 𝑣3 − 𝑣1  𝑣3 − 𝑣2 0
  

 

Note que, 

𝐷 =  

0  𝑣2 − 𝑣1  𝑣3 − 𝑣1 

 𝑣2 − 𝑣1 0  𝑣3 − 𝑣2 

 𝑣3 − 𝑣1  𝑣3 − 𝑣2 0
 = 𝐷𝑇 

 

A Geometria de Distâncias é um tema da matemática aplicada que investiga as relações 

existentes entre as situações: 

 

 Distâncias entre objetos relacionados a um determinado problema; 

 Localização de pontos (representando tais objetos) em um dado espaço geométrico. 

 

 



 

PROBLEMA DE GEOMETRIA DE DISTÂNCIA – PGD 

 

   A caracterização fundamental de um problema de GD hoje é: determinar um conjunto 

de pontos em um dado espaço geométrico, cujas distâncias, entre alguns deles, são conhecidas. 

Além da teoria matemática associada à PGD, o interesse por esse tópico de pesquisa explica-se 

pela riqueza e variedade de suas aplicações. Podemos citar, como exemplos, aplicações em 

astronomia, bioquímica, estatística, nanotecnologia, robótica e telecomunicações. Mais 

especificamente, temos:  

 Em astronomia, o problema está relacionado á determinação da posição de corpos 

celestes, utilizando informação de distância entre eles.  

 Em bioquímica, o problema aparece na determinação de estruturas tridimensionais de 

moléculas de proteínas, utilizando dados de ressonância magnética nuclear, foi através 

desse problema que se teve o primeiro contato com a GD.  

 Em estatística, o problema está relacionado com a visualização de dados e redução 

dimensional. Nesse caso, todas as distâncias são conhecidas entre os pontos, que estão 

em “alta dimensão”, por exemplo, representar pontos do 𝑅𝑛  em 𝑅2ou  𝑅3, justamente 

para se ter uma ideia visual dos dados. Essa aplicação também está ligada a um tema 

atual de pesquisa, denominado Big Data.  

 Em nanotecnologia, o problema possui semelhanças com o problema em bioquímica, 

mas só que em escala “nano”.  

 Em robótica, o problema aparece em particular, no posicionamento dos braços de um 

robô para realizar uma tarefa específica.  

 Em telecomunicações, o problema está relacionado com a localização de redes de 

sensores sem fio, onde alguns pontos são previamente fixados, por exemplo, os 

roteadores. 

   Pela própria natureza teórica e imensa variedade de aplicações, a GD tornou-se um 

tópico exemplar na matemática aplicada. Atualmente a formulação do PGD envolve teoria de 

grafo, no qual cada vértice do grafo corresponde a um ponto no espaço de busca, e o peso de 

suas arestas a distância entre dois desses pontos. 

 

DEFINIÇÃO: Dado um inteiro 𝐾 > 0e um grafo simples 𝐺 =  𝑉, 𝐸, 𝑑 , conectado e com 

pesos nas arestas definidos pela função positiva 𝑑: 𝐸 →  0, +∞ , encontre uma função 

𝑥: 𝑉 → 𝑅𝑘  tal que, 



 

∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸,  𝑥𝑢 − 𝑥𝑣 = 𝑑𝑢𝑣  

   Resolver este problema é associar cada vértice de G a um único ponto em 𝑅𝑘 , 

satisfazendo a equação acima. 

   A função x é chamada de realização de G, ou seja, uma “representação” de 

seus vértices no espaço euclidiano 𝑅𝑘 . 

 

PROBLEMA DISCRETIZÁVEL DE GEOMETRIA DE DISTÂNCIAS 

MOLECULARES 

 

   Atualmente a aplicação de maior destaque da GD está relacionada com problemas de 

Geometria Molecular, de forma mais específica, ao problema de determinar estruturas 

tridimensionais de moléculas de proteínas, utilizando dados de Ressonância Magnética Nuclear 

- RMN. 

 

ESTRUTURA PRINCIPAL DE UMA PROTÉINA  

 

  Proteínas são macromoléculas geradas a partir de ligações peptídicas entre 

aminoácidos, observe a imagem abaixo: 

 

 

 

Imagem 3: Ligações peptídicas entre aminoácidos (NELSON; COX, 2013). 



 

   O processo químico que une os aminoácidos na formação da proteína é conhecido por 

hidrólise por envolver a quebra de uma molécula por ação da molécula de água, formando a 

cadeia principal da proteína por meio de sequencias de aminoácidos, apresentadas na imagem 

abaixo: 

 
Imagem 4: Cadeia principal de uma proteína. 

 
        As proteínas possuem conformações que se dobram no espaço de modo específico, 

mas experimentos de ressonância magnética nuclear são capazes de detectar distâncias entre 

átomos que estejam a uma distância média de cinco angstrons. Por meio de um PDGDM 

modelamos a cadeia principal da proteína. O cálculo estrutural desta cadeia principal 

trata-se da determinação de coordenadas cartesianas  𝑥, 𝑦, 𝑧  de pontos no 𝑅3 , quando 

são dadas distâncias entre pontos consecutivos e ângulos de dobra e torção.  

 

Imagem 5: Ângulos de dobra (𝜃𝑖´𝑠), ângulo de torção (𝜔𝑖) e comprimento de ligação (𝑟𝑖´𝑠). 

 



 

   Na imagem abaixo temos uma simulação de uma esfera de raio de 5𝐴 (cinco 

angstrons) centrada no décimo quinto átomo da molécula, evidenciando os dados de distancias 

necessários na formulação do PDGDM, ou seja, é possível conhecer a priori todas distancias 

entre quatro átomos consecutivos. E mais ainda, dependendo do dobramento da molécula é 

possível obter distâncias adicionais ao problema. 

 
 

   Observe que todas as distâncias internas a circunferência são detectadas pela RMN, se 

acontecer de todas as distâncias do problemas serem detectadas pela RMN, o problema será 

resolvido em tempo linear. E mais ainda, se a ordem sobre os átomos da moléculas for dada de 

tal modo que todo conjunto de 5 átomos consecutivos formem um subgrafo completo no grafo 

G, o problema é resolvido em tempo polinomial. De modo geral temos que o problema é NP-

difícil. 

 

MÉTODOS E COMPARAÇÃO 

 

 ALGORITMO BRANCH AND PRUNE (BP) 

 

    A ação do BP é descrita com base na árvore binária. A cada passo, o algoritmo 

determina duas possibilidades (nós) para o posicionamento de um átomo, 𝑥𝑖e 𝑥′𝑖 , porém, uma 

delas ou as duas podem ser inviável de acordo, por exemplo, com informações sobre distâncias 

adicionais. A busca se ramifica por todos os nós viáveis da árvore. Quando um nó é inviável, os 

caminhos que se utilizam dele são descartados. No cálculo estrutural de proteínas, todas as 

ligações covalentes e os ângulos de dobras são conhecidos a priori. Para cada átomos 



 

consecutivos na cadeia principal da molécula 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1 , 𝑥𝑖+2 , 𝑥𝑖+3, o cosseno do ângulo de torção 

𝜔𝑖+3, pode ser expresso em termos das distâncias: 𝑟𝑖+1 , 𝑑𝑖+1 , 𝑑𝑖,𝑖+3 e os ângulos de dobra 

𝜃𝑖 , 𝜃𝑖+1, por meio da equação: 

 

𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜔𝑖+3 =
𝑟2

𝑖+1 + 𝑑2
𝑖+1,𝑖+3 − 2𝑟𝑖+1 . 𝑑𝑖+1,𝑖+3. 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑖+2 . 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑖+3 − 𝑑2

𝑖,𝑖+3

2𝑟𝑖+1. 𝑑𝑖+1,𝑖+3 . 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑖+2 . 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑖+3 
 

 

Como todas as distâncias de ligações covalentes  𝑟𝑖 , os ângulos de dobra  𝜃𝑖  e as 

distâncias dos átomos separados por três ligações covalentes (𝑑𝑖,𝑖+3) são conhecidas a priori 

para todo 𝑖 = 1,2,… , 𝑛 − 3. No Branch-and-Prune, as coordenadas cartesianas                       

(𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , 𝑥𝑖3) para cada átomo 𝑖 na molécula são obtidos usando a seguinte fórmula abaixo: 

 

 

𝑥𝑖1

𝑥𝑖2
𝑥𝑖3

1

  = 𝐵1𝐵2𝐵3 …𝐵𝑖  

0
0
0
1

 , ∀𝑖= 1, … , 𝑛 

Onde 

𝐵1 =  

1 0 0
0 1 0
0
0

0
0

1
0

0
0
0
1

 , 𝐵2 =  

−1 0 0
0 1 0
0
0

0
0

−1
0

−𝑟2

0
0
1

 , 

e 
 
 

𝐵3 =  

−𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜃3 −𝑠𝑖𝑛 𝜃3 0

𝑠𝑖𝑛⁡ 𝜃3 −𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜃3 0
0
0

0
0

1
0

−𝑟3𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜃3 

𝑟3𝑠𝑖𝑛 𝜃3 
0
1

  

 
De modo geral, temos: 
 

𝐵𝑖 =  

−𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑖 0

𝑠𝑖𝑛⁡ 𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜔𝑖 −𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜔𝑖 −𝑠𝑖𝑛⁡ 𝜔𝑖 

𝑠𝑖𝑛⁡ 𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜔𝑖 
0

−𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜔𝑖 
0

𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜔𝑖 
0

−𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜃𝑖 

𝑟𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜔𝑖 

𝑟𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑖 𝑠𝑖𝑛⁡ 𝜔𝑖 
1

 , ∀𝑖=

1, … , 𝑛. 
 

Chamamos as matrizes 𝐵𝑖´𝑠  de matrizes de torção. Usando os comprimentos de ligação 

covalente 𝑟2 , 𝑟3 e o ângulo de dobra (𝜃3), pode-se determinar as matrizes de torção 𝐵2 e 

𝐵3,obtendo: 

 



 

𝑥1 =  
0
0
0
 , 𝑥2 =  

−𝑟2

0
0

  e 𝑥3 =  
𝑟3𝑐𝑜𝑠⁡ 𝜃3 − 𝑟2 

𝑟3𝑠𝑖𝑛 𝜃3 
0

  

 
 

Fixando os três primeiros átomos da molécula. 

 

 ALGORITMO SYMETRIC BRANCH AND PRUNE (C-SymBP) 

 

   Ao contrario do BP que resolve o problema por matrizes de rotação. O método 

implementado no C-SymBP resolve o problema através de intersecções de esferas para localizar 

as coordenadas em 𝑅3, incluindo os testes de viabilidade quando necessário. Entretanto ele se 

utiliza de funções especiais, como definidas abaixo, em álgebra geométrica conforme. 

 

FUNCTION 01: INTERSEÇÃO ENTRE DUAS ESFERAS 

 

   Considere as esferas 𝑆2
1, 𝑆2

2 ⊂ 𝑅3 e suas representações 𝑆1 e 𝑆2 via IPNS em 𝐶𝑙4,1. 

Então 𝑆2
1 ∩ 𝑆2

2 é representada por:  𝐶 = 𝑆1 ∧ 𝑆2, que define um círculo, um único (espaço 

tangente), ou ainda, um conjunto vazio (um círculo imaginário). Observe a imagem abaixo: 

 

 

 

Imagem 6: Possíveis situações em 𝐶𝑙4,1: (a) Um círculo, (b) Espaço tangente e (c) 

Círculo imaginário. 

 

 



 

FUNCTION 02: INTERSEÇÃO ENTRE TRÊS ESFERAS 

 

   Considere as esferas 𝑆2
1, 𝑆2

2, 𝑆2
3 ⊂ 𝑅3 e suas representações 𝑆1, 𝑆2 e 𝑆3via IPNS em 

𝐶𝑙4,1. Então 𝑆2
1 ∩ 𝑆2

2 ∩ 𝑆2
3 é representada por:  𝑃𝑞 = 𝑆1 ∧ 𝑆2 ∧ 𝑆3 que define um par de 

pontos imaginário (intersecção vazia) ou um par de pontos coincidentes ou ainda, um par de 

pontos distintos. Observe a imagem abaixo: 

 

 

 

 

Imagem 7: Possíveis situações em 𝐶𝑙4,1: (a) Pontos imaginários, (b) Pontos reais e 

coincidentes e (c) Pontos reais e distintos. 

 

FUNCTION 03: INTERSEÇÃO ENTRE QUATRO ESFERAS 

 

   Considere as esferas 𝑆2
1, 𝑆2

2, 𝑆2
3, 𝑆2

4 ⊂ 𝑅3 e suas representações 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 e 𝑆4via 

IPNS em 𝐶𝑙4,1. Então 𝑆2
1 ∩ 𝑆2

2 ∩ 𝑆2
3 ∩ 𝑆2

4  é representada por:  𝑃𝑞 = 𝑆1 ∧ 𝑆2 ∧ 𝑆3 ∧ 𝑆4 que 

define um ponto imaginário (intersecção vazia) ou um ponto real, como mostra a imagem 

abaixo: 

 

Imagem 8: Possíveis situações em 𝐶𝑙4,1: (a) Ponto imaginário, (b) Pontos real. 



 

 

FUNCTION 04: REFLEXÃO 

 

A operação de reflexão em 𝑅4,1 é representada por uma operação geométrica adjunta de 

versor. 

 

FÓRMULA: Seja P: = [Y, Z, W𝑒∞] um plano em 𝑅4,1, considere sua representação IPNS em 

𝐶𝑙4,1, dada pelo vetor P = 𝑃1𝑒1 + 𝑃2𝑒2 + 𝑃3𝑒3 + 𝑃4𝑒∞  e seja X ∈ 𝐻𝑎
3 dado por X = 𝑋1𝑒1 +

𝑋2𝑒2 + 𝑋3𝑒3 + 𝑋4𝑒∞ + 𝑒0. A reflexão de X, denominada 𝑋𝑆𝑦𝑚 , em relação a P, é definida pela 

equação: 

 

𝑋𝑆𝑦𝑚 =
𝑃𝑋𝑃

−𝑒∞ .  𝑃𝑋𝑃 
 

 

RESULTADOS COMPARATIVOS 

 

   Esta tabela apresenta em detalhes todos os resultados computacionais obtidos pelos 

testes em instâncias artificiais geradas por nós. O parâmetro 𝜀, em todos os algoritmos, assumiu 

valor 1𝑥10−3. A tabela é descrita em colunas, dos quais a primeira apresenta o nome da 

instancia, a segunda indica o número 𝑛 de átomos na cadeia principal da molécula e a terceira 

coluna contêm a cardinalidade 𝐸 ∨, obtida pela fórmula: 

 

 𝐸 =
 𝐷 − 𝑛

2
 

Onde E é o conjunto de todas as distâncias conhecidas a priori e D é o conjunto que contêm as 

entradas da matriz de distâncias que são menores que o valor de corte estabelecido. 



 

 

Tabela 1: Resultados comparativos: BP versus C-SymBP. 

 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

   Os experimentos computacionais para analisar o método na forma de algoritmo C-

SymBP, foram realizados com instâncias artificiais. Resultados comparativos são apresentados 

entre o C-SymBP e o BP, uma versão clássica para resolver instâncias PGDMD que envolvem 

proteínas. O método desenvolvido pelo professor Valter (Camargo, 2015) é muito mais eficiente 

comparado com o BP! 

 

 

 

 



 

REFERÊNCIAS 

 

CAMARGO, V. S. Álgebra Geométrica Conforme e Geometria de Distâncias - PhD thesis, 

Universidade Estadual de Campinas, 2015. 

 

LAVOR, Carlile. Um Convite a Geometria de Distância- São Carlos, SP: SBMAC, 2014. 

 

NELSON, D. L.; COX, M. M. Lehninger Principles of Biochemistry. [S.l.]: W.H. Freeman 

and Company, Sixth Edition, 2013. New York. PERWASS, C. B. U. Geometric Algebra with 

Applications in Engineering. 

 

NUCCI, Pedro Costa. Métodos computacionais para o cálculo de estruturas de proteínas: 

aproximando o problema molecular de geometria de distâncias de dados de ressonância 

magnética nuclear – Niterói, RJ: [s.n.], 2010. 

 

TAKAHAMA, M. T. M. Grafos em superfícies - Rio Claro: [s.n.], 2014. 

 

 

 


